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摘要 本文是有关 H i l b e r 乞第十问题近代成果 (特别是 aJ m e s P
.

J on es 教授的工作 ) 的综

述报告
。

它由六个部分组成
: 1

.

H i l b e r t 第十问题 ; 2
.

9未知数定理 ; 3
.

通用不定方程 ; 4
.

不定

方程前缀量词分类 ; 5
.

D io p h a n U n e 表示 ; 6
.

H il b er 七第十问题的应用
。

文中还提到了作者的

一些新结果
,

例如 3 “ o v er Z 不可判定
。

关键词 H i l b 。 r 七第+ 问题 , D i o p h a n t i n e 方程 ; D so p h a n t i n e 表示 ; 不 可 判 定性 ; 计

算复杂性

aJ m es P
.

oJ en s
是一位国际上著名的不定方程复杂性 方面 的专家

.

他
一

于 1 9 6 8 年在Wa
-

hs in gt on 大学获得数学博士学位
,

之后便到加拿大的 aC l ga yr 大学任教
,
1 982 年晋升为教授

。

oJ ne
s
教授从 19 6 6年开始发表学术论文或专著

,

他的大部分工作都直接或间接地 与 iH l -

b er t 第十问题有关 (参看〔1] 一口 3〕)
.

目前在 H i l b e rt 第十间题及其相关课题上
,

J on se 教授

已是位著名的国际学术带头人
.

鉴于他的工作意义重大且极具代表性
,

而我国 又 缺 少介绍

iH l b e rt 第十问题新进展的文章 (关于 iH lb e rt 第十向题的否定解决
,

莫绍撰
〔24 ,2 ` ,和 胡久稳

6z[ ]都作过介绍 )
,

作者不揣浅陋
,

冒昧撰写此文
,

借 Jon se 教授访华之机
,

让国内同行进一

步了解有关 H i l b e rt 第十问题及其相关课题的最新成果
.

1 H i l b e r t第十问题

在 1 9 0 0年的国际数学家大会上
,

.D iH l b“ r t 提出了著名的 23 个数学问题
,

其中第十问题要

求找出一个可用以判定任一 (整系数 ) 多项式方程 P x(
: ,

二
,

人 ) 二 O是否有整数解的算 法
.

显然 尸 x(
; , … , x 。

) 二 O有整数解当且仅当 n 尸 ( 士 x : , 士 x Z ,

一
, 土 x 。

) = 0有自然数 (非负整

数 ) 解
,

这儿求积运算 n 过所有可能的正负号配置
.

另一方面
, p x( : , … ,

耘 ) = 0 有 自 然数

解当且仅当 P (对 十对 十对 + 岭
,

~
,

嵘 + 嵘 + 味 + t劲 = 0有整数解 (根据数论 中 的 aL g ar gn
e
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走理
,

每个自然数都是四个整数的平方和 )
.

可见 iH l玩 rt 第十向题等价于寻找 可 用 以判定

多项式方程是否有自然数解的算法
。

递归论诞生后算法的概念明确了
,

C h u r c五论题断言可计算函数类就是部分递归函数类
、

T u r
iu g 可计算函数类 (后两者已被证明是一致的 )

.

如果存在 (全的 ) 递归函数 f 使得

R ( a ; , … , a 二 ) <今》 丑 x : … 日 x 。 〔f ( a ; , … , a 。 , x : , … , x 。
) 二 0〕,

则说 。 元关 系 R 是递归可枚举 ( r e e u r s i v e l y e n u rn e r a b l e )关系 ( r
·

e ·

关系 ) (在本 文中若无特别

声明
,

变元均在自然数集 N 中取值
.

) 一元递归可枚举关系称为递归可枚 举 集 ( r
·

e
·

集 )
,

熟知
r

.

e
.

集就是空集或者一元递归函数的值域
。

由于存在非递归的
r

.

e
·

集 (例如 K )
,

为 否

定解决 iH lb e r t 第十问题
,

我们只需证明

定理 1 每个
:

.

e .

关系 A a( ; ,

二
, a
动均可表成下形

A ( a : ,

…
, a 二 )哈= 爷 日 x : ,

…
, x 。 〔P ( a : ,

…
, a 。 , x ; ,

…
, x 。

) = 0 ]
.

( i )

这儿 尸 a(
, ,

~
, a 二 , x : ,

二
,

称 )为整系数多项式
.

对任给的
r

.

e
.

关系 A 有多 项 式 尸使 ( l )对所

有
a l ,

…
, a 。 均成立

.

(变元
a ; , … , a 二 称为参数

, x : ,

…
,

气 叫做未知数
。

)

如果 iH l be rt 第十问题 (递归 ) 可解
,

即存在所要求的那种 (递归 ) 算法
,

则 由定理 1

知每个
r

.

e
·

关系都是递归的
,

而这与事实不符
。

可用 ( 1 ) 那种形式定义的关系 A ( a : ,

…
, a 二 )叫做 D i o P h a n t i n e 关系

.

集 A 为 D i o P h a n t i n e

集指
“ a 任 A ”

为 D i o P h a n t i ll e
关系

。

为方便起见以后把
` D i o Ph a “ t i o e ,,

省写成
,’ D ,, ,

如此

便有 D 一集
、

D 一
关系

、

D 一方程
、

D 一
表示

、

D 一可定义性之类的术语了
.

由定理 l 知每个
r

.

e .

关系均为 D 一关系
,

而另一方面 D 一关系显然是
r · e

·

关系
,

故定理 l 蕴含着
:

.

e
.

性 和 D 性的

吻合一致
。

下面我们将勾划出定理 1 的最现代也最简洁的证明
,

它基本上是 JOn eS 和 uJ
·

v
.

M at i j a -

s e v i己的杰作 (参看〔2 2〕)
.

最初对 H i lb e r t 第十问题的解决分两步走
,

1 9 6 1年 M
·

D a v i s ,
H

.

p u t n a m 和 J
.

R o b i n s o n

迈出了重要的第一步 (参看〔27 孙
,

他们证明了指数形式的定理 1
,

即其中的 尸 (a ; ,

一
, a . ,

二 ; , … , 二 。
)是形如

c a
璧

! … a

二
“
(
。 为整数

,

每个
“ 。

、

几 是正整数或者 变 元
。 : ,

…
, a 二 , x , ,

…
, 、

之一 ) 的项的和
.

(依这种形式
,

定理 1可解释为每个
r

.

e
.

关系都是指数 D 的
.

) 最 后一 步

(也是最关键的一步 ) 由 M at i j as ve i6 在 1 970 年完成 (参看〔2 8少
,

他证明了指数关 系 是 D -

关系
,

这样就完成了定理 l 的证明从而否定解决了 iH l b e r t 第十问题
,

为证明指数关 系 的 D

性
,

M a t i j
a s e v i亡利用了 F i b o n a c e i 数列 { F

,

} ( F
。 = 0

,
F : “ 1

,
F
二 十 : = F

。 + F
。 + ; ) 的若 干 整 除 性

质
,

其后不久大家都习惯使用 eP n 方程的解序列
.

P el l 方程的一般形式是

扩 一 d犷 = l ( d去口
,

口表示全体平方数构成的集合 )
.

( 2 )

依数论上一条熟知的定理
,

对每个 d去口不定方程 ( 2) 有无穷多组解
.

实际使用时 仅 需考虑

d = 扩 一 l情形的 P el l 方程
.

显然

x Z 一 (
a Z 一 1 ) 刀

2 = 1 ( a > 0 )

有平凡解 ( x
, 夕) = ( a ,

l )
.

定义 X
。

(
n )

、

Y , ( n )如下
:

( 3 )
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见
。

( 0 )

Y
。
( 0 )

i
,

戈
。
( i ) = a ,

戈
。
( n + 2 ) * Za戈

。

(。 + i ) 一叉
。
(
。 ) ,

0
,
Y

。
( 1 )

= 1
,

Y
。
(
几 + 2 ) 二 Z a y

。

(
n + 1 ) 一 Y

。
( n )

。

可以证明序列 {x
。
( n ) }和 { Y

。
( n ) } (

a > o )有下列性质 (请参看〔2 2〕
, 〔2 4〕

,

[ 2 6 ]以及 D a v i“ [ 2 . 1
、

M a t i j
a s e v i己与 R o b i n s o n [3 0 1等文献 )

。

性质 1 ( D i o P h a n t i n e
特征 ) 自然数对 ( x

, 夕)为 ( 3 )的解当且仅当有
n
使得

x = X
。
( n )

, , =

Y
。

( n )
。

性质 2 (单调性 ) X : ( n
)

= 1
,

Y ;
(
n ) 二 n . a > 1时 X

。
(。 ) 和 Y

。
( n )是

n
的严格递增函数

。

性质 3 (倍角公式 ) x
。
( Z n ) = ZX 孟( n ) 一 i ,

Y
。
( Z n ) = ZX

。
( n ) Y

。

扭 )
.

性质 4 (同余规则 ) Y
。

(九)三 Y 。 ( n ) ( m o d a 一 b )
,

特 8IJ 地 Y
。
( n )二 Y :

(
n
) = 。

(。 o d a 一 i )
.

性质 5 (第一降级引理 ) Y二(
。
) }Y

。
( m )舜= 乡 n y

。
(
n
) !。

.

性质8( 第二降级引理 ) 设
a > l, n > 0

,

则

Y
。

少 ) 三 土 Y
。
(拼 ) ( m

o d X
。
(
介 ) ) <二乡 k二 士 fn ( m

o d Z n )
.

由上述性质我们可以得到

引理 1 设 A > l
,
B > 0

,

则 C 二 Y抓 B )当且仅当有自然数 D
,
E

,
F

,
G

,

H
, I 使得如下的 ( i)

一 ix( )成立
:

-

( i ) D
Z 一 ( A

, 一 i ) C
Z = i

,
( 11) r

Z 一 ( A
Z 一 i ) E

Z = i
,

( 111) I
留一 ( G

, 一 i ) H
Z = i

,

( i v
) 2 C

2

}

E 且 E护 0
,

( v ) G三 A (班 o d F )
,

(
v i ) G二1 ( m o d ZC )

,

(
v i i ) H 二C ( m

o d F )
,

(
v i i i ) H三 B

(斑
o d ZC )

,

( i
x ) B ( C

。

证 ( =< )设有 自然数 D
,
E

,
F

,
G

,

H
,
I 满足 ( i ) 一 ( i

x
)

,

依 ( i )
、

( 11)
、

( 111)存 在 ( 自 然数 )

p , q , ,
使得 (注意利用性质 1 )

D == 义盛
( P )

,
C = Y 通 ( P ) ; F = X 人

(穿)
,
E = Y孟 (q ) , I = X 。 ( r )

,

H = Y 心
(
r
)

。

显然 C = Y A
( p ) ) 刀 ( ) 0 ) (由性质 2 )

,

由 ( i
x )有 C ) B ( > 0 )

.

若证得 B二 r二 土 p (二
o d ZC )

,

则

必 B = p ,
C = Y , ( B )

。

(不然将有 B尹 p ,
0 < B + p < 2口

,
B羊 土 p (m

o d ZC )
.

)由 ( i
二
) 知 Y盆印 ) }

Y ,
(口)

,

利用性质 5 即得 p y ,
( p ) }口从而 C }口

.

依 ( v i )
、

(
v i i i )及同余规则我们有

B三 H = Y 。 ( r
)三 Y i

(
r
)

= r ( m o d ZC )
。

由 ( v )
、

( vi 诊利用同余规则可得

Y人 ( r
) 二 Y `

(
r
) = H二 C = Y A ( p ) (m

o d X A
(穿) )

。

考虑到 A > 1 , q > 0( 因为 E护 0)
,

利用性质 6 即得
r二 士 p ( xn od Zq)

.

而 cf q ,

故
; 二 士 p ( m od

ZC )
,

因此

B三
r
三 士 p ( m o d ZC )

。

如上所言现在可得 B = p ,
C = Y ,

( B )
。

(今 )假定 C = Y ,
(丑 )

,

令 D 二 X , ( B )
,

则 ( i )
、

( i
x
) 已成立

.

( C ) B 可由性质 2得 到
.

)

令 穿 = B Y A ( B )
,
F == X A

( 2叮)
,
E == Y ,

(2口)
,

则 ( 11)成立
。

依性质 5
,

Y盖( B ) .Y
,
( B Y A

( B ) )
,

即

e
Z

{Y
,
(叮)

.

由倍角公式 Zx , ( ; ) Y
,
(叮) = 丫 A ( 2穿) = 召

,

故 2 e
2

! e
.

又 刀> o
, 母> o

,
E > o

,

故

( i v ) 成立
.

令 G = 入 + r
Z

( r
Z 一 A ) (注意 F

Z 二 i + ( A
Z 一 i ) E

,

) 1 + ( A
空 一 l ) ) 人 )

,

则 (
v
)成立

-

依 ( 11)
、

( i v )
,

F
,

二 i ( m o d 刀 ) 从 而尹三 1 (二
o d ZC )

。

于 是 G二 A + 1
·

( i 一 A ) = i ( m
o d Z C )

,

(村 )成立
.

令 I = X 杯 )B
,
H = Y 。

(B )
,

则 ii( 0 成立
。

使用同余规则得
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万 == 丫。 (户 )二力 (r no
d ` 一 i)

,

H = Y
e
( B ) 三 Y

,
( B ) = C ( m

o d ` 一 A )
,

H 三B (m
o d ZC )

,

H三 C ( m
o d F )

,

可见 ( v i i )
、

( v i i i )也成立
。

综上
,

引理 l 获证
.

关于序列 { X
。
( n ) }

、

{ Y
。
( n

) } (
a > 0 )

,

我们还需要

性质 7 [2 2
, 3 Oi n > z时 ( Z

a 一 i )
件

( Y
。
( n + i ) < (Z a ) ” .

性质 8 t 2 9 ] x
。
( n ) 一 (

a 一 无) Y
。

(
。 ) 二孔件 ( m

o d Z a充一 k
Z 一 i )

.

值得指出
,

性质 8 是 J
.

R o b i n s o n
在 1 9 5 2年首先获得的 (参看〔3 1〕)

.

引理 2 设
“ > 0

, k > l
, a异 Y * ( n + i )

,

则 无” = r e m ( x
。
( n ) 一 ( a 一 k ) Y

。
(
n )

,
Z a北一 耘2 一 i )

.

(r
e m x(

, 夕)表示
x
被除以 夕后所得的余数

。

)

证 依性质 7 我们有

k毛瓦
铭

< ( Z k 一 i )
n

( Y * ( n + 1 )成
a

< 砍 + (瓦 + 1 )瓦一 k Z 一 1 (
a k + 比 一 k Z 一 1 = 2比 一瓦2 一 1

,

由此利用性质 8 即得欲证
。

现在由引理 l
、

2可以看出指数关系 。 = 耘件 是 D 的
.

事实上
, 。 > 0且 丸> 1 时 m = 妙 当 且

仅当有 (自然数 ) a
使得

a = Y 、 (
n + 1 )

, 似 < Z a耘一 k Z 一 1
,

拼三义
。
( n ) 一 ( a 一 礼) Y

。
( n ) ( m o d Z a 化一 无2 一 l )

.

( 注意
x 二 X

。
( )n 当且仅当有 夕使得 夕 = Y

。
( )n 并且 扩 一 (扩 一 l )少二 1

.

)

, .

~
, : 几 二 、 。 二 。 ,I

了 n 、 _ _ _

_ I
,

( u + l )
件 . _

.\
,

小二 。 : _ ,

,
尸 _ , , 、 。 ,r

、 一 ~
引理 3 设

u > 2
, ,

则【
, _

】= er m 〔 L生共号二
~

」
,

习
.

(本文用 L刘 和 「a l 分别表示不一
’
-一 -

一
-

一
’ `

、 k , 、 一 u 招 一
`

/
’ 、 ’ ` 一

’ ` - 一
’ `

”
’

~ ~
心 一

~
` . ’

超过
a
的最大整数

、

不小于
a
的最小整数

。

)

该引理的证明并不难
,

但要注意使用二项式定理
,

详情可见 〔2幻
、

〔2幻
.

依引理 3
, 。 一

(少、当且仅当有 ( 自然数 ) 。 , : , ; 使得
’ r

一
’

一
一 `

、 无 , 一一 ~ 一
’ ` 、

曰 “ .’
~

7 ’ “

~
’ ,

( u + 1 )
. = 少u 介 + i + 琳 u 抢 + x ,

2
铭

< u , x ( u 介且 m < u .

由此利用指数关系的 D 性
,

我们得到 。 =

`少、为 D 一
关系

.

、 儿 ,

E
.

L u
ca

s
早在 1 8 7 8年就证明过组合数有如下的

性质 s 〔, , , 设 p 为素 数
, r =

习
r 。 ; `

( o ( r ` < ; )
, s 二

艺
s 。 p ` ( o (

s 。
< p )

,

则
奋= 0 云 . 0

( : )
一

(::)(:!)
…
(:二)

( m 。 ` p ,
·

任给自然数
,
和

S ,

如果
犷
的每个二进位数字均不超过

S
的相应二进位的数字

,

我们就

说
:
被

s
所遮掩并记之为

, 《 s 。

显然 《 是个半序关系
,

而且
r 成 s

o
r簇。 。

遮掩关系 《 还是个

D 一关系
,

因为我们有

引理 4
· 、 S

。 ( : )
一“ 二。 ` 2 ,

·

3 15



证 在性质 9 中取 p 二 2并注意

( : )
=

( ; )
二

( :)
=l

,

( {)
= 。

·

如前所述
, r

·

“
·

关系与
r

·

e .

集的定义牵涉到递归函数
。

关于递归函数 (完全可计算函数 )

的概念
,

我们使用等价于 T ur in g 机的一种机器模型— 记录器 ( er ig st er m ac ih en )
。

记录器是这样的一种机器
,

它具有一个有穷程序和有穷 多个分开的可访间的记录 (或存

贮 ) 单元 R I
, R Z

,

一
, R ; .

记录单元的个数没有上界 (但要有穷 )
,

每个记录单元可 记录一个

任意大的自然数
.

一组记录单元
,

譬如说 R l
, … ,

R从化<
:
)

,

将被设计成输出单元 ; 还有 一

组记录单元
,

譬如说 R I
,

一
,
R二 ( fn < r) 将被用作输入单元

.

这样做是为了处理 k 元函数值是

。 元组的情形
.

(通过使用一一对应的配对函数组
,

每个 自然数均可看成是有顺序的 。 个自

然数的编码
.

) 对于一元函数来说 k 等于 l
,

通常 m 也都是 l
,

因此 R I常被当作输入
一
输出

单元
.

记录器的有穷程序是逐行列出的 ( 以 1L
, L Z

,

~
,

lL 来标记 ) 的一组指令
.

(若不 发生转

移就依次执行
.

) 为能计算全体递归函数
,

只需假定记录器具有加 l
、

减 l 以及 转 移 之 功

能
.

为避免从 0 减去 l
,

M i sn k y 规定只有在判出非零后才允许减 l
,

他的减 i 指 令 要求如

下两行
L i I F R j = 0

,
G O T O L耘

-

L ( i + 1 ) E L S E R j~ R j 一 1
,

我们将假定我们的记录器具有以下几种基本指令 (实际程序中均 (象 M i sn k y 那样 ) 避 免出

现从 0 减去 i )
:

指 令 解 释

iL G o T O L殆 (无条件 ) 转移至 L k 行

iL IF R j > 0 G O T O L k 条件转移至 L耘行

L f R j , R丁+ i 记录单元 R i 内容增 l

瓜 R了, R j一 l 记录单元 R j内容减 l
。

可以证明 (参看 M i sn k y 〔韶 J )
,

这种记录器 (完全 ) 可计算函数即是 T盯 i gn 机 (完全 ) 可计

算函数
,

反之亦然
。

因此递归函数与记录器完全可计算函数实际上是一回事
.

下面考虑记录器工作的算术化
.

假设记录器M 计算全函数 J = f ( x)
,

它有
r
个记录单元

和 l 条基本指令
.

通过使用 G O T o 语句
,

我们不妨假定 l> 0
.

(若 卜 。可让指令1L 为 G O T O

L Z
。

) 我们还可假定只有一条停机指令且在程序的最后
,

其标号为 L l( + l )
.

考 虑到只有增

l 指令才能增大记录单元的内容
,

在计算过程中记录单元 R j 在时刻 t (第 ` 步 ) 所 记录之

数
r ,

, ,
不会超过

x + t
.

根据在时刻 t 是否执行指令 iL
,

我们让七
, ,
取值 l 或 。

.

假定
习
步后值 y = (j x) 由M 获得

。

显然有 (自然数 ) O使得

2 ( x + s ) < Q
,

( 4 ) l + 1 < Q
,

( 5 ) Q P o w 2
.

( 6 )

( 。 P o
w : 表示 。 为 2 的幂次

.

)考虑到 。 ( r ; , :
镇

二 + 。镇
二 , 。 <早< 。

,

我们可用 。进 表 示
r -

-

- 一

“
一 ” 一 ’ . `

一
一

`
一

’
一 ` 一 、 J

’ “ ~ ~
一

2 一
’ 一 ”

”
` ’

一
’

一
r 一

’ ` -

的 数
r ,

, , r ,
, : 一 , ” · : ,

, 。 =

艺
: ,

, 。 Q ’
来展示各个计算时刻 R j 的内容

,

现以 R , 表示这样的数
.

公
= O
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由于0 ( l` , , ( 2 ( Q
,

(从右数从零计数 )

忿

我们又可 用 L 。 =
艺 l。

, ,。 ’
( 。进表示 为 1.

, :
l 。

, : 一 ,

二
。

, 。 ,

其 第 ` 位

诬
. 0

数字是 l。
, : ) 来描述计算过程中指 令 万 的 执 行 情 况

,

此 外
,

数 I 二

习Q ’
可用下式来刻画

:

t . 0

1 + ( Q 一 1 ) z = Q
’ + ’ .

a , , , 2离 ( 0 (
a : ,

* ( 2 ) ( ` 二 0
, …

( 7 )

s )
,

则习
a : Q , (其 Q进表 示 为 a :ó艺冈如果 Q = 2 ” , a : =

” · “ : 二 a0 )等于万 习
。 , , 。 2 ` ’ ·

` ,

其二进表示为

a B, 铭 一 1 . “ a B, 0’ ” . “ a ` , 皿 一 l二 a ` ,0
。 。 。 。 . o a o, 介一 1“

, a 。 , 。 .

、 ~ - ~ - ~ 尸~ ~ ~ -奋
a ,

的 ( . 位 )二进表示
a : 的 ( . 位 )二进 表示 a 。

的 ( . 位 )二进表示

正是由于这一事实
, R , 的 形 如卦

, : 。 :

(0o
,

, , <

枷
表示可用条”

* , 、

(言
一

l),
“ 二 ` , ” 一 )r

( 8 )

来” 画
·

协 (号
一 `

》
=

粼号
一

l)0t
,

” 。 = 2
·

蜡
一 ` 二 2卜 ’ 一 ` 的 ` · “ ,二进表示为

0 ..{
·

1 1
·

)记录器的确定性以及 L。的形如习 l `
, , Q ’ (0 蕊 1.

, : ( l ) 的表示可用条件

一 1个

I 二习 L ` ( 9 )

L , 《 I ( i = 1
,

一
,
l + 1 ) ( 1 0 )

来保证
。

事实上
,

条件 ( 10 )保证了 几
, : 只取 。 ,

示为 .0 “ 0 1 )
;
依条件 ( 9 )

(注意 I =

艺 Q ’ , l 的 ( ” 位 ) 二进表

. 一 l 个

,

二̀

Q

·

万冈一一

值肠1+11艺冈

鑫(薰
`卜 :

)
。 : =

王+ 1 忍+ 1

由于习 l。
, , ( l + l < Q我们必有艺 l。

, : = l
,

慈
二 1 未

二 1

这和条件 ( 10 ) 一起表明在每个计算时刻 《 镇 “ )

恰有一条指令在被执行
。

记录器一工作就执行指令 lL (即 L i 在时刻 O被执行
,

ll,
。 二 D

,

这可用

l 簇 L l

来描述
.

(注意使用前述的关于 O进制数二进表示的基本事实
.

s) 步后停机可表述为

L 卜 ; = Q
`

(￡: 十 i , , = 1
,

l卜 1 , : 一 i = … = l卜 i , o = 0 )
。

G Q TO 语句瓜 GO T Q L叱可如下刻画
:

QL 币喊 L朴

( 1 1)

( 1 2 )

( 1 3 )

争1 7



为理解这一点请注意 O > l + l ) 2
,

别为

。 = 2 · (一 l )时

鑫
`、

, : Q 。
和 。

(鑫
`。

, 。 o ,

)
的二进表示分

l *
, : 0 … 0 1。

, : 一 l… … o … 0 1。
, : 十 i

…… o… 0 1、
, 1
0二 ` 0 1。

, o -

招 一 1个 . 一 1个
招 一 1个 一

i 个

l 。
, :

o… 0 1。
, : 一 1

0… 0 1卜
, 一 2… … 0… 0 1卜 , …… 0… 0 15

, 00… 0 0
.

、
-

、 . ~ 子 、

一、 一 - J

协 一 1个 一 1个 一 1个 一 1个

o

(鑫
` , , : o , ) 、

愈
`一 。 , 意味着 `。

, : = 0 (在最后时刻
·
不执行非停机指令 “ ` ,而且 “

, ! = `

” 气
, , 十 : = l (若在时刻 t 执行 众

,

在时刻 t + l 就执行 L幻
。

条件转移指令 iL IF R j > O G o T o L k 可如下描述 (假定 北尹 i + l
, k = i + 1 时指 令 iL 相

当于 Go T O L ( i 十 l) 从而不必使用条件转移指令 )
:

Q L 。 《 L 、 + L卜 :
且 Q L . 城 L 、 + Ql 一 ZR ,

.

( 1 4 )

前一式保证执行完 iL 后将转至 L孔或 L (` + 1)
.

事实上由于 k铸 ` + l
,
l。

, ,
与 几

、

+ ; , :
不 同时为

i
,

于是 0镇 l 、
, : + l卜 1 , :

成一 ( t = o
, … , s

)
.

类似于无条件 e o T o 语句的处理情况
,

( 1 4 )的前

一式意味着几
, 。 = O (在最后时刻

:
不执行非停机指令 瓜 ) 而且

l 。
, t = 1冷 l *

, , 十 i + l卜 i ,

卜
i = 1

(若在某时刻执行 断
,

在下一时刻就执行 L瓦或 L i( + l ) )
.

( 1 4) 的后一式用以决定究竟执行

从 还是 L (` + D (依 R j 内容是否大于 。而定 )
.

事实上
,

由于 。镇 2r ,
, , < Q

,
I 二 艺。 ’ ,

。
t ` 0

= 2
·
`· > ` ,时 Q` 和 2

(鑫一
。 :

,的二进表示分别为

第
. ( . + l )二进位 第二 ( t+ 1 )二进位

李 t
1 0… 0 1

0 . 。

… O… 0 1 0一 0 1二
,

二
。

O… 0 1 0… 0 0
,

” 一 1个
、 . 、 , - 沪 、

一- 沪 - J

一 1个 一 1个
、 - 、 尸一 J 、

we
、

ee
子

翻 一 1个 . 个

*
。 ” * 0

. “ 。 。 。

*
、 ~ - - , - - - J

,
`

* O

Z r s , :

的 Z r i , t + : 的

( . 位 )二进表示 ( . 位 )二进表示

* ” 。
* 0

。
”

。
” *

。 “ * 0 * “
。
* 0

.

、
-

, -曰
、一 .~ , ~

-
J

一
.

,

一2 , 矛
, , 的 Z r 护 , : 的 Z r 护

, 。
的

( . 位 )二进表示 ( . 位 )二进表示 (
. 位 )二进 表示

由此可看出
,

。 I 一 2 习
: ,

, ,。 ’
的第

。
( , + D 二进位 (从右数从零计数 )数字为 0 当且仅当

r ,
, ,

> 。
·

。
(鑫

`卜 , 。 : ) 、

鑫
` k

, : 。 : · 。 , 一 2

鑫一
Q:
表明 ` , , : = ` 时 “ = 。` 一 2

鑫一
Q :
和

艺 l 、
, , 。 ’

相加后 ha 第 n ( , + i ) (二进 )位数字为 1
.

注意 1 .
, , = i 时 l、

, , = 0
.

(若 k 二 ` ,

则 因

“
步后要停机故必

r ,
, 。 = 0

,

从而指令 iL 可换为无条件转移指 令 G O T O L (` + D
.

) 如果 s 的

第 “ 位数字是。 ,

则由于习 l 、
, ,。 ’ 的第

。 `位数字 l。
, ,
也是 0

,

二进形式的 s 与 艺 l。
, 。。 ’

相 加
舌二 0 公= 0

时在第 “ 位处不需向第 时 + 耳位进位 , 假若 S 的第 耐位数字 是 l ,

则 忿> 0
, 了矛

, 。 一 1 = 0, 从
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而 “ 的第
” ` 一 l 位数字是 。 ,

而习气
, , 0 ’

的第 形 位数字是 场 , = o
,

第 nt 一 1 位数字也是 0,

t 二 0

故二进表示的 夕与艺
l*

, : 。 ’
和加时在第 nt 一 1 位处不需向第 。 位进位

,

在第 “ 位处不需向
t ` 0

第 “ + l 位进位
.

正因为二进形式的 s 与艺 l 、
, ,。 ’

相加时在第 “ 位处不需向 第 ” ` + 1 位进
忿 = 0

位
,

而且二进表示的习
`、

, : 。 ` 的第 。 + l
,

。 + 2
, … ,

nt + 。 一 l 位数字都是 。 ,

二进形式的 S

t = 0

与习 l *
, , Q ’

相加时在第
n 。 + 。 一 1 位处不需向第

n ( , + 一)位进位
,

从而 习 +

万 `*
, 。
o

’ 的 第
”

t . o t = 0

(t +1 )二进位数字为 l 当且仅当 s 的第
。 (t + 1) 二进位数字与 l肠。 + :

一个为 0
、

一个为 1
.

因此 ( 1 4 ) 的后一式意味着 l , , : 二 l 时

l *
,

卜
: = i 喊三争 s 的第

n
(` + 1 )二进位数字为 0 < = 》 r ,

, , > o
·

(执行 iL 时若 R j 内容大于零下一步就执行 L充 (否则依 ( 1 4) 的前一式将执 行 L k 和 L i( + l)

二者中的另一个—
L吞+ D

.

)

顺便指出
,

对于下形的指令 瓜 IF R j = 0 G O TO L k少尹泣+ D ( R厂内容大于零时执行下

一条指令 L i( 十 l )
,

否则执行 L哟
,

(类似于非零条件转移指令的情形 ) 我们 可用下式来描述

(注意把 ( 14 ) 中的 L 、
与 L 。 + :

换位 )
:

Q L i 《 L , 、 1 + L 、 且 Q L , 戒 L , + , + Q l 一 Z R ,
。

形如 从 R j~ R j士 1 的指令执行完后应执行下一条指令
,

故它与

QL , 式 L . + : ( 1 5 )

( G o T o 乙 ( i + i ) )相对应 ( R j的内容依指令增 1或减 1 )
。

我们还需要记录方程以保证每个记录单元 R j 在时刻 t 的内容等于相应 数 R , 的第 止个

O进位数字
。

夕Q
份 + 1

R , +

t o
若 厂二 l

若 j > l

= o * , +

习。 : 、 一

习。 : . +
x
若厂二 1

0 若 j > l
( i = 1

,
2

,

…
, r )

。

( 1 6 )

其中求和号习过所有 L瓦为 R ]’ ~ R j + i 的那 些 “ ,

艺过所有 幼 为 R j , R j一 l 的 那些 `
.

无 京

R I的记录方程与其它的有所不同
,

因为 (对于一元函数 )尺l 是输人一输出单元
.

在时刻 =t 0
,

R I 的内容为 x ;
而在时刻

S
其记录内容为 刀 = f ( x)

。

在这两个时刻其余记录单元内容为零
.

现在不难看出
, 夕二 f ( x) 当且仅当存在 (自然数 )

。 ,

O
, I ,

R : ,

…
,
R

, ,
L

; ,

一
, L : 十 ;

使 得 ( 4) 一

l( 6) 成立
。

利用指数关系和遮掩关系簇的 D 性
,

我们又可进一步找到 (整系数 )多项式 尸使得

夕 = f ( x) 岭片> 日 x ;

一 日 x 。

仁P (夕
, x , x ; ,

一
,

气 ) 二 0]
。

任给非空的 。 元
r

.

e
.

关 系 A
,
(依递归论的知识 )集合 {a<

; , … , a 二 >
:
A a( , ,

一
, 。
矽成立 }为

:
, e

.

集
,

从而是某个一元递归函数 f 的值域
,

于是

人 a( ; ,

…
,

气 ) < = 乡 日 x( j x( ) = a< 、 ,

…
,

% >) ,

3王9



这 JL <a, ,

…
, a 二> = p 。 (… (。。 (。。 (

a : , a : )
, a 3

)… , a , )为有穷序列
a , ,

…
, a 。 的编码

.

其 中配 对

合函数 p g(
二 ,

刃 = x( + 力
, + 二 ,

相应的配对左
、

右
一

函 数为 K二 一 x
二〔了刀

, ,
L 二 = L亿丁」二 K 二

(参看阳 4〕)
.

考虑到 f 是记录器完全可 计算的
,

而且 a<
: ,

一
,

% >是
。 : ,

…
,

% 的 多 项式
,

必存在多项式 尸 使得

A a( , , … , a 二 )令争 日 x l( x( ) 二 < a l ,

,’’
, a 。 >)

专= 》 三 x 日x :

一 习 x 。 〔尸 (a
1 , … , a 。 , x , x : , … , x 砂 二 0口

。

对于 。 元的空关系 A
,

A a(
: ,

一
, a . )恒不成立

,

于是

A ( a : ,

:.
, a 。 ) 嘴二争 日x

(
a
荃+ 二 + a

轰 + x , + l 二 0 )
.

综上
,

定理 l 获证
。

不可判定性是个否定性结果
,

但 iH l b e rt 第十向题的解决也有不少正面的推论
。

下面我

们给出一个比较奇特的函数表示定理 (参见「2 2少
.

定理 2 设 了为一元递归函数
,

则有整系数多项式 O使得对任何 (自然数 ) 二 , 夕都成立

f (
x ) = 夕 < = 乡 日 x 。 ,

一
, x 。 〔O (

x , x 。 ,

一
, x ,

) = 夕〕
。

证 设多项式 P D 一定义了
r

.

e .

关系
“
j( x) = 夕” ,

我们有

f (
x
) 二 夕 <二> 日 x ; ,

…
, x 二〔P ( x

, , , x : ,

…
, x 。 ) = 0〕

《 幸备 日x 。 , x ; ,

…
, x 。

〔l 一尸 x(
, x 。 , x : ,

~
,

气 ) > O八x 。 = , 〕

<=乡 日 x 。 , x : ,

一
, x 。

[ ( x 。 + 1 ) ( l 一 P Z( P Z
(

x , x 。 , x : ,

…
, x 二 ) ) = 梦 + 1 ]

<莽乡 丑 x 。 , x l ,

二
,

气仁Q x(
,

与
, x ; , … , x 。

) 二刃
,

这儿 Q ( x
, x 。 , x ; ,

…
, x 。

) = ( x 。 + i ) ( i 一 尸
2

( x
, x 。 , x : ,

…
, x 。

) ) 一 i 是整系数多项式
.

定理 2 告诉我们
,

从某种意义上说任何一元递归函数都相当于一个多项式
.

2 9未知数定理

我们知道
,

全体一元部分递归函数可能行 地 枚 举 出 来
: , 。 , , : , , 2 ,

…
。

令 W一 D o m p 。

〔即 w
`
为 气 的定义域 )

,

则 w
。 ,

w
: ,

W
Z ,

…给出了全体
r

.

e
.

集
,

特别地非递归 的 K 二 { :x

钾二 x( )有定义 }也在其中
。

依定理 1存在多项式 p 使得
.

{
4

`

-

x 任 K 嘴
:

二》 日x : ,

一
, x

,

厂P x(
, x , ,

…
, x ,

) 二 0」
。

考虑到 K 的非递归性
,

我们知道有
,
使得不存在可判定

,
个未知数的 (整系数 ) 多项式不定

方程是否有 ( 自然数 ) 解的算法
。

1 9 7 0 年夏天在一次国际会议上 M at ij as ve i己宣 布 说
,
可小

于 2 0 0
,

不久 J
.

R o b i n s o 。
指出

,
可取为 3 5

,

之后两人合作把
,
值降到 2 4

,
19 7 1 年底

,
被降

为 1 4
, 1 9 7 3 年他们又把

,
值降到 1 3 (参看 [ 3 0〕)

。

1 9 7 5年 M a t i ja s e v i己 [ 3 3」进一步宜称
,
可取为 9 (注意

v = i 是不可能的 )
,

其出发点仍是

〔3 0〕中的编码思想
.

然而文 〔3 3〕相当简略
,

连证明的完整提纲都没有
。

1 9 8 2 年 Jon se 发表了

文巨1 1习
,

第一次给出 9未知数定理艰深而完整的证明
。

定理 3 ( 9 未知数定理 ) 不存在可判定 9 个未知数的 (整系数 )多项式不定方程是否有

自然数解的算法
。

在 9未知数定理的证明中
,

下述几个引理是比较关键的
,

3 2Q



引理5 [川 设 b P o w Z
,

多项式 P (二。
,

…
, 二 ,

) 的次数 占) 4 ,
且尸 (

x ,
o

, … ,

o )恒 大于 0
,

则
日孔

,

:.
, 之 ,

「二。 < b八
·
“ 八君 ,

< b八 P (二 。 ,

二
, 二 ,

) = 0八二。 二 x 〕 ( 17 )

成立当且仅当存在正整数 g 使得

x < b
,
夕< Zb B (“

` , ’ , : :
(夕

,

淤
二 o

, : 2 ( 2￡ o ,

(刀一 2 )刀(` · , ) ’ ` 1 ) 二 0
.

设整数 八
。 二 ” ,

.
,

由

“ ! (P 知
, : ,

:
, ” ,

) 二 艺
诬。 + … +

玄一

“

所确定
,

上述的 B
,

M
,
石。
如下给出

:

占! ~

了 -了 -一下一节一丁二尸一下一一 厂 资 _ 。 . 。

忿。 ! … 里 ,

! t o 一 忿。 一
. . .

一 忍一
少!

, z

忍
。
… ”

:
,

( 1 8 )

B = 尹b a ,

( 1 9 )

刀满足 君P o , 2和 尹> 2和 + 2 ) ` 刀口a X

谁。 + … + ` 一

“
f几

。 , … ,
。

,

卜

( a + i ) ,

对 二

艺 。 , B , ,

j
一 o

( 2 0 )

这儿

B 一 b 若 j 任 {占+ 1
,

(占+ 1 )
. , … ,

(占+ 1 )
’

}
,

B 一 i 此外
,

了
.、.
、

一一
.今」沉

( 忿 d + 1 ) ( d + 1 〕

E 。 二 c `

习 p 。 。 ,

一 。 ,

B “
’ ` ” ”

一
` 。 一 ` 1 “

·
”
一

` , “
· ` , ’ +

习
亡。

+ … +
皿一

“ 应 二 0

B 。 ; , 。 , 、

一万刀
一

, 灭乙 l ,
艺

此处 c 二 l + x B 十 g
。

记号
r :

(s
,
T )表示二进制形式的 S

,

宁 相加时需向前进位 的 位 的 个 数

(显然
“
的二进表示中 l 的个数 “ ( a) 二 r Z a(

,

a)
.

_

)

我们指出
,

E 。
表达式中的

。
实际上就是 ; +

习
二 . BI ` 火 , ’ ` (0 ` 二。 < b)

.

蕊
. 0

引理 6川 ] 设 N P o w Z
,

0成 S
,

T < 万
,

尺 = 夕 ( N
, 一 N ) + ( T + i ) ( N

, 一 i )
,

则

: 2 ( :
,

: , 二 。

。 N :

}(资)
·

引理 7任 1 1〕中的引理 2
.

2 5 ) 假定 尺 ) 8
,

N ) 8
, 尺 ) b ,

N 李 b> o
,

则

N
:

{(梦)
且 ” P。 ’ 2

’

当且仅当存在正整数 h
, , , 。 ,

劝使得

`p ’ 一

” X
’ + “ 口

,

(受
一 Y

)
’
<告

,

C = Y 滋 (刀 )
,

3W C二2 (W
, 一 i ) ( m o d 4 A 一 5 )

,

这儿 W = b留 ,
Y 二 N

, s ,
A 二 尺Y (N

,
, + i )

,
B = Z R + i

,

C = Z R + 一+ 币
,

P = ZR
.
Y

.

N
.脚 ,

K 二 R + i + h ( P 一 1 )
。

引理名t , ” 3 0 1 设人> 1 , 1 < B ( C , ZB 《 C 或 2 寸B
,

则 C = Y , ( B )成立当且仅 当有正整

3 2王



数乓
、

i 使得

其中

’

DF 走口
`

且
·

; !拼 c, “
·

’

D二 (A
, 一 D矿 + 1

,
E = iI 口C

,

( J 为任一正整数 )
,

F = (A
, 一 D了 十 i

,
G 二 A 十

(F C D + l 二滩李卜
; 二

H 二 B 十 ,’C
,

I 二 (G
忽 一 l) H

. + i
。

一

我们知道 Y ` (0 ) “ o
一

,
Y , ( l) = 石 Y “ n 千2) 、 ZA Y * (n

’

子1扮
一

式丈时
。 一

令

势人 ( 0 ) = 0
,
价A

( 1 ) 二 i ,

砂人 ( n + 2 ) = A砂盛 (
n + i ) 一砂通 ( n ) ( n = 0

, i ,
2协

, 介 ) 乡
t

则 Y A (n ) = 么八幻
。

关于 C 二么 ( B ) 的 D 一表示
,

读者可参看〔3 4〕 (作者在〔3 4〕中还考 虑 了

整变元情形 )
。

引理引 30 ) (关系组合定理 )

A 、 ,

一
,

A * , B (笋 0 )
,

C
,

D 条件

.

一 、
;

,

任给自
液

、 ,

诉滋娜辫
多项

却礴
得对任何
斡

lA 〔 口
, ’

.’, A、 任口
,

B !C
,

`

D > o

全成立当且仅当有自然数 n 满足

M
,
(人

, ,

一
,

A
, 冬B

,

C
,

D
, n ) = 0

-

事实上 M 。 可如下给出
:

M 、 ( A
I ,

…
,
A 七

,
B

,
C

,
D

, n
)

二

fl (。
: n + e

:

二。
,

( 2。 一 , ) (扩 +

命
, *

叹
士

叹
w 士一士而万w 卜

`
) )

,

死

其中 w = l +

艺 A 矛
,

求积号 n 过所有可能的正负号配置
、

4 · 、
_

二 一 _ 、 ;

_

竺
〔

岁地竺
功终鲍少, 未、 , 定理证明的螂

” 术性细节
,

对斌,
` jas e· i

咚为

MR” “ 时给士` 高度的评价
· _ _

一 一
一

; 、
t

一
、

、
一

对于整变元情形
, 5

.

P
.

T un g L川 证明了不存在可判定含 27 个未知数的多项式不 定 方程
是否有整数解的算法犷最近孙智伟成功地把 27 换成了 n (参着〔34]

、 :
亡加〕犷

.
-

3 通用不定方程
:

设 W
。 ,

W
, , …是全体 r . e

.

集的能行枚举 (依递归论的知识这样的枚举是存在 的)
,

.

于是

关系
x 任W

二

为
r . e .

关系
,

依定理 l 存在整系数多项式 U 使得

x 任W
。 嘴= 乡 刁 x : ,

福
,

礼 [ U (拼
。 ,
丸 ,’ “ , x , ) 二 。〕

。

考虑到 W
。 ,

W
: ,

二恰好给出了全体
r . e .

集
,

方程
.

L

U x(
,界产

1尸 ,. 祥 .) 二
,

0 ( 22 )

称为通用不定方程 x(
, 。 作为参数 )

。

如果通用方程 ( 2 2) 以 x : ,

二
, x ,

为未知数而其次数为占
,

我

们就说 ( “
,

的为通用对
. - 一

’
- -

一
、 ·

一
_

如上所言
,

通用不定方程是存在的
.

如何着手去构造它呢 ? 1 9 71 年 N
.

K
.

K o s
vo sk 记 `371

给出了第一个通用方程
,

但它的写出依赖于一个明确的通用对印
,

扑
,

一

而那 时还不知道任何

具体的通用对
. 一

: 一二 丫红价一
、
一

从
-

- -
一 `

’

: 仁

二
·

3 22



Jo ne
,
最初研究通用方程是基于字问题的

,

而这常常导致要占据数页 纸 的 不 定 方 程
。

1 975 年 oJ en , e[J 成功地构造出了仅占币行的通用方程
,

其出发点是 J
.

R 。酥如on 所 发 现的枚

举 (多项式 )不定方程的办法
,

构造过程中还使用了改进的有界量词定理和如下的引理 10
。

引理 10 s[, ” , (指数级引理 ) 设 J ) 2
,

则
_

s(J J 十 2)(
, 十

s1) +l 任口一今户 +J
一 .l

- -

反过来
,

任给正整数 J 和 m ,

必有 (自然数 ) ,
满足

火 J + 2) (r + l ) 2 + l 任口 且 。 }
: + 1

.

1 982 年 Jon es [ ’ ` ]又有所突破
,

他仅用寥寥七行写出了一个通用不定方程
,

还证明了如下

的

定理4 下列有序对 (未知数个数
,

次数 )是通用对
:

二

( 9
,

1
.

6 x 1 0 4 5
)

,

( 1 0
,
8

.

6 x i 0 4 4 )
,

( 1 1
,
4

.

6 义 1 0 4 4 )
,

( 1 2 , i
.

3 K i 0 4 4 )
,

( 1 3
,
6

.

6 x 1 0 4 3
)

,

( 1 4
,
2

.

0 x 1 0 5 )
,

( 1 9
,
2 6 6 8 )

,

( 2 1
,
9 6 )

,

( 2 4
,
3 6 )

,
( 2 5

,
2 8 )

,
( 2 6

,
2 4 )

,
( 2 8

,
2 0 )

,

( 2 9
,
1 6 )

,
( 3 2

,
1 2 )

,
( 3 8

,
8 )

,

( 5 8
,
4 )

。

〔注意通用对 (
, ,
占)中的占可为 4 (如

v = 5 5
,占 = 4 )

, , 可为 9 (如 , = 9
,
占= 1

.

6 x l o` “ )
.

」

如果不用 (
, ,

的来作为复杂性度量而考虑算术操作 (加减 法 和 乘 法 )的 次 数
。 ,

那么依

oJ ne
, 〔 ’ ` J通用方程的

。
可取为 100

.

( 〔1 1〕中的定理 5 给出了这个结果的证明论形式
.

)

4 不定方程前级 t 词分类

为方便起见
,

我们采用一些简单的记号
,

例如 v v 日 (或 丫’ 日 )表示所有形如

V ` : V , : 〕 x 3〔p x(
: ,
公: , x 3

) 二 0〕 ( p 为整系数多项式 )

的公式所构成的类
·

根据定理 1我们知道对足够大的
”
值

,
日 ’ ( 即月二夕 )不 可判定

·

. 个

9 未

未知数定理表明 〕 .

丫. 日也不可判定
.

不可判定
。

由于

V x ,… V x 。日夕仁P Z ( x , , … , x . ) = 1 + 夕〕

<二争 1 日 x ; · “ 日 x 。
[ P ( x

: ,

…
, x 。 ) = 0〕 ,

关于 ( 多项式 )不定方程前缀量词分类
,

M at ij as ve 记 38[ ] 作了最初的尝试
,

他证明 了 日“ V

日
,
日 Z V 日

. ,
日 丫日 “ ,

日
2

V
2
日

,
日 V 丑 V 日

, 〕 V
,

日
2

和 日 V
3日都是不可判定 的

,

1 972 年他

又证明 T 日 V 日
2

不可判定 (参看「3 0〕)
.

1 9 7 4年 M a t i ja s e v i己和R o b i n s o n
合作证明 T 日

’
V 日的

不可解性
,
1 9 7 5年他俩合作的重要论文 〔3 0〕又蕴涵了 V

县

日
2

不可判定
.

1 9 8 1年 Jon
e s 〔9J 进一步

证明了
_

一
;

定理 5 丫日可判定 ; 日 V令王
,
丫习

,

和 V 日 V 日不可判定
.

值得指出
,

Jon
e s
在证明 V 日可判定时利用了 T h : s k ol

e二的一条代数定理
.

oJ ne
s 卜 ’ ]对 (多项式 ) 不定方程前级量词作了细致而完整的分类

,

现列出如下
:

( I ) V受限的情形

可判定
; 〕

,

V ,

32 3



不可判定
: 丑 V 丑

2 ,
日

Z
V 丑

,
日 V

Z

日
, 〕与

尚未解决
:

3 V 〕 ,
丑

2 ,
丑 “ ,

日 ` ,
3

, ,

3
` ,

日 7 ,
3
吕-

( 11 ) V不受限的情形

可判定
:
日

,
V

,
v 日 ,

不可判定
: 三 V 日

, ,
日

.

V 日
,
三 V

.
日

,

三 . ,

V
. 日

,

V
Z
日

’ ,
V 日 V 三

,

V 日
3 ,

尚未解决
: 日 V 日

,
己

, ,
丑 3 ,

日 ` ,

3
` ,

3 “ ,

3
了 ,

日 . ,

V 丑
’ ,

V
Z

〕
,

V
3 丑

,

V
` 日

,

V , 三
,

V 6 日
,

,
V

7
日

,
V
吕
日

。

198 6年 J。此 s
与 H

.

eL vi tz 和 A
·

J
.

W il ik
e
合作对以 2 为底的指数不定方程 (等号两边都是由

自然数和变元通过加
、

乘以及 2 的幂次运算而得 )前级量词也作了完整的分类
,

他 们 的结果

如下 (参看 [ 1 7〕 ) :

人 V 受限的情形

可判定
:

V
,
V

Z ,
V . ,

日
,

刁 V
,

刁 V
’ ,

V 3
,

V
.
刁

,

V 〕 V ;

不可判定
: 日 3 ,

日 V 〕 ,

尚未解决
:

日
. 。

B V不受限的情形

可判定
:

V
,

V
, ,

丫3 ,
日

,

日 V
,

习 V
Z ,

不可判定
: 日“ ,

3 V 日
,
V

Z
日

,
V 3

. ;

尚未解决
: 日

, ,
V 丑

。

前级量词分类中的不可判定性结果都是通过证明每个
r . e .

集均可表成相应形 状 而 获存
的

。

文献 [ 6〕
、

〔14 」
、

〔3 9」给出了不少一般 r
·

e .

集的算术表示
.

关于整变元情形的 (多项式 )不定方程前缀量词分类
,

5
.

P
.

T un g在仁40〕中已做了些工作
,

例如他证明了 V
”
日是 co 一N P 完 全的 (从而是可判定的 ) , 孙智伟最近已基本完成这方面的研

究
,

例如他证明 T 日
` , ,

V 1 0 日
2 ,

V . 三“ ,
V 日“ ,

V
Z
日` ,

V
.
日 V

.
日

. ,

V 日 V 日 3 ,
V 日 V 3 日

. ,
丑 V “

3 2 , 〕 ’

V “ 日
’ ,
日

’

V 三
“ ( V也可受限 )

,
日 V ` 〕 2

( V受 限 ) 日
.

V
,
日

,

( V受 限 )
,
丑 V 日`

( V也

可受限 )
,
日 V 日 V 日

:
( V受限 )都 是不可判定的 (

。
,

r Z )
。

5 D i o p h a n t i n e 表示

定理 l 表明每个
r

.

e .

集都是 D一集
,

每个
r . e .

关系 (特别地递归关系 )都有其 D 一表示
。

但

要明确地并且尽可能简单地给出一些有趣的
: . 0

.

关系的D 一
表示却不是一件容易的事

,

这里不

仅需要细致
、

耐心
,

还需要高超的技巧和深邃的洞察
.

在一些具体关系
、

集 合 灼 D 二表示方

面
,

oJ ne ,
教授的工作在国际上是首屈一指的

。

1 976 年 oJ en
s
与 D

.

aS ot
,
H

.

w
a da 和 D

.

W i en
。
合作证明了素数集等同于一个有 26 个 (自然数 )

变元的 25 次多项式的正值集合
,

这个在〔5〕中仅占五行的素数表示多项式还可用一个有 1 2 个

变元的多项式来代替 (次数相对来说就变大 T
,

由2 5升为 1 3 6 9 7 )
。

1 9 7 7年M a t i j
a s e v i己〔 4 , ’ 进一

步指出素数表示多项式可仅有 10 个变元 (次数为 1 5 9 0 5)
,

Jou se 在对仁4 1〕作翻译时又把次数从

1 5 9 0 5降到 2 1 2 8 1
.

数论中的 W o l s t e n h o l o e
定理断言刀> 3为素数时

(
, p一 `

)二
, (二。 a ; 3

)亦即 ( Z
p

)二
2 ( m

o d Zp: ) ,

、 P , 、
p

,

3 2 4



Jo ,
s

教授猜想它的逆命题也是正确的 (参看 [C uy 〔 4 2〕 )
.

在 Jo n
es 猜想之下

,

孙智伟
〔` , , “ j 证

明了仅用 7 个 ( 自然数 )未知量就可给出素数集的 iD oP h an t i ne 表 示
,

从而素数集是某个 8 元

(整系数 )多项式的非负值域 (变元取值自然数 )
.

〔请读者注意
,

数论中已经 证 明不存在整系

数多项式 P 使得 尸的值域恰为素数集 ( 尸中变元取值自然数或整数 )
.

〕

众所周知
,

1 9 7 0年M a t i j
a s e v i己通过证明 , = r : 二

为 D一关系来最终否定解决 H i lb e r t 第十向

题
,

1 97 5年 J o n e s ts ] 证明了 F ib o n a e e i 数恰与多项式

一 x . , 一 2 x 8梦 , + x Z , 3 + Z x夕 4 一 , 5 + Z y

的非负值相吻合 (变元
x , 梦取值自然数 )而且 F i b on ac ic 数集 F不可能恰好是某个多项式的值域

.

1 9 8 8年 J o n e s [盆` 1又进一步证明 T

定理 6 i( ) FI Lon ac ic 数集 F是单重 D 一可定义的
,

事实上有四次 (整系数 )多项式 尸 ( x ,

力

使得
梦任 F <= 争 日 I x [尸 (

x , J ) 二 0〕
.

i( i) F恰为下列 多项式 O x(
,

刃的非负值集
:

Q (
x , 夕) = 一 x 6 一 5 x 5夕一 7 , `夕. + x 3 , 忍 + 7 x .梦` + x夕 5一 2梦6 + x Z + 3 x夕 + 2夕

2 + x + 2夕
.

不仅如此
,

任给 F i b o n a c c i数 F
,

恰有唯一的
x , 梦使得 Q ( x , , ) = r

二 ,

这样的
x , 梦又都是 F i b o n a e e i

数
。

定理的前一部分告诉我们 F是一元单重 D 一可定义的
,

后一部分则表明F 有二元单重 自身

D 一表示
.

Jon se 〔 , ” 问 F 有无一元单重 自身 D 一表示
,

即是否有多项式 R 使得

a 任 F 嘴= ) 日二〔R (
a , 戈

) = 0」,

并且
a 任 F 时所存在的

x 是唯一的而且是个 iF b on ac ic 数 ? 这个问题迄今尚未解决
,

但孙智伟

最近指出 (参见〔4 5加对于 。 二 0
,
2

,
3

,
4

,

一集合

U 二 = {
u
俨

, : n = 0
,
1

,

一 } (
u
俨’ = 0

, 。
俨

, = 1
, u
汉 )2 = fn 。

汲
, , + 。

俨
, )

都有一元单重自身D 一表示 (注意 F = U : .

)

F i b o n a e e i数列 { r
二

}的对偶是所谓的 L u e a s
序列 {乙

二

} (工
。 = 2 ,

五
, = l

,
乙

。 , : = 乙
二 , , + L

。
)

,

在

[ 4〕中 J o n se 仔细研究了 L cu as 数的 D 一
表示

.

在指数关系的 D 一
表示方面

,
J on

e 。川 实现了 J
.

R ob i sn on 的一个 想 法
,

给出了仅用 5个

(自然数 )未知量来 D 一定义指数关系的新办法
.

(孙智伟的文〔4幻中也有类似的方法
.

)在 [ 7」中
J o n e s明确写出了 F e r m a t 素数 (形如 2 ’ . + i 的素数 )

、
M e r s e n n e

素数 ( 2
, 一 i 形 素数 )以及偶完全

数
(
满足
蔚

= 2n 的数
·
叫完全数

)
的表示多项式

·

孙智伟
『“ 」
仅用 , 个未知 数就分别给出了

/尸 X 、
_

_
_ 、 .

… _
, ` _ _ _ _

l _
` . , _ , _ _ _ , _

,
_

,

1 12 X 、 、
. _

_
.

Y = t飞二 ) (尸> Q> o为常数 )
、

x P o w Z和 z = e x

I Z 为第 x 个 C a , a l a n
数若右 l

一

二二) ) 的 D i o -
J 一

、 O x ,
、 `
一 丫

一月
’ “
~

` 、 “ f 一
’

-一 一 一伙 一 月用 “
’ - -

- -

一~ X 十从 x 刀
” J

一
Ph a n ti n e

表示
.

著名的 eF
r m at 大定理断言对任何 (自然数 )。 > 3方程

x ” + 夕件 = 么 几

无正整数解
.

在〔 4 6〕中孙智伟构造了一个 220 次的整系数多项 式 尸 (n
, a , b , 。 , 。 , x ,夕 , 二 , 。 )

,
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九 ln rat 大定理对奇指数
。 >3不真当且仅当存在 (任意夫的)正整数

a ,

杏
, 。 ,

叭无,
夕

, 才 , 。 使得

P (
n 一 2

, a , b , e , 川 , x , y , 2 , 拼 ) = 0
.

烦便指出
,

eF
r m at 大定理与 iF b on ac ic 数列有意想不到的联系 (参看孙智宏

、

孙智伟的文〔4 7〕 )
.

6 iH lbe
rt 第十问题的应用

H il b er t第十问题的否定解决带来了不少重要的副产品
,

以下就其应用给出数例
。

K al m ar 初等函数类是从本原函数 (零函数
、

后继函数
、

射影函数 )和
x + 刀 , x

二叭
x ) 夕 时

X - · · ·

一
附

X

一
。 ,出发 “ 用迭置 “ 有

咧熟
有

州功
所作出的封

,

数类
,

它 与 G rz e g or 二 y k[
` 81 的户吻合一致

.

根据孙智伟 49[ ] 的文章
,

它也是包含本原函数
、

“ ` (
`

泌 (
`
整除 , 的特征函数 ’ 、

m “ `
(
` , , ’ 和 2 ’ 且对迭置与 有 界 “ 算 子愧娇即

“ , 心 。 ’ 封闭的

最小函数类
.

以下用 K 与 K F分别表示 K al m ar 初等关系 (特征函数为 K al m ar 函数的关系 )类和

aK lm ar 初等函数类
.

、 「 一

”
1 95 3年 G rz

“ g o r c z y k 〔48] 提出能否找到 K F的有穷基底
.

(函数类的基底是这个类的一个子

类
,

由其中的函数和本原函数通过迭置可产生出这个类中的一切函攀
·

)1 964 年 .D R 6 dd i鳍 `50J

成功地确立了K F有穷基底的存在性
, 1 9扫。年 s

·

S
·

M ar 比 en k叮 〔, ` ,利用关于 iH , b er t第十向题

的结果给出了 K和 K F 的比较简单的有穷基底
.

( K 的基底指由 K 中关系的特征函数所构成的

函数类的基底
.

) 1 9 8 2年 J o n e s
和 M a t i j a “ e v i乙“ ` ,

一

改进了 M a r e五e n k o , 的结果
,

证明了 {
x + ; , x `

, ,

Lx/ 列
,

L了了」
`

,
2 ,

}是 K 的有穷基底
.

最近 J on es 〔’ 。 ]进一步证明了

定理了 函数 x + 夕 , x ` 梦 ,

Lx/ 夕」
,
2盆组成 K al ` ar 初等关系类 K的基底 ; 函数

x + 梦 ,

L x/

列
,
2
公 , 甲x(

,

刃构成K al m ar 初等函数类 K F的基底
,

其中 , x(
,

刃指 夕写成
x
进制时从右数首次

出现数字 0 的位数 ( 为使价为全函数
, 切(0

,

刃和 叹 l
,

y) 都定义成 O )
.

以上考虑的是 K al m ar 函数类与 K al m ar 关系类
,

下面再来考虑 T ur i n g机多项式时间内可计

算函数类p F与非确定型 T ur i gn 机多项式时闻内可计算函数类N 尸F
.

首先要注意
,

第 l 节中描述的记录器不可能 在多项式时 间 P ( 】xl )( 尸为多项式
,

! xI =

「10 9 2
(

x + l )1 为 大 的二进长度 )之内 (即运行步数
:
( (P 卜 1)) 进行加

、

乘法
.

为获得多项式

时间等价于 T u ir o g 机器的记录器
,

我们只需再允许两种新指令 (参见仁16 ] )
:

R f , R i + R j
,

R j~ 厂R刀2 1
.

nL却

关于它们的合用性及算术化 (指数 D 一
方程的刻画 )

,

读者可参看 [ 16 〕
.

对于复杂性类 N 尸
,
A d l e m a n

和M a n d e r s 【5 2 , “ 3 ,
首次获得了N p的有界 D i o P h a n t i n e

特征
。

根

据 K a rP 等人的工作我们只需在上面给出的记录器基础上增添如下不确定指令

L n B R A N CH ( L i
,
L j ) (转移到 L i或者 L j )

,

就可得到不确定记录器
,

它是多项式时间等价于非确定型 T ur i gn 机的
.

(依第 l 节
,

上一条

指令可用 Q L 。 戒 L . + L ,来刻画
.

) 1 9 8 4年 J o n e s
和 M a t i ja s e v i己 [i ` ]证明了集 A属于 N尸当且仅当

A 可表成下形
:

x 任 A岭 = 势 三 x 。 ,

一
, x 。 〔 lx 。

}镇 p l( 到 ) 八: 八 }
x 。

,

( 尸 ( ! x l )八 F ( x
, ` 山 一

, x 二
) 二 G (

x , x 。 ,

二
, x 。 )」,
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其中 p 为多项式
,

F ( x
, : 。 , … , x 。

)和G x(
, x 。 , · “ , 公二 )由

x , x 。 ,

...
,

气经加
、

乘
、 “

且 ” 而得
.

;

“ 通常的尹类
、

夕 p
`

类都是针对关系 (谓讨
、

集合 )而言的
,

’

若针对函数来讲我们就有复杂性

类 p F
、

N p F
.

(注意 p 与 p F不同
,

例如函数 2气不属于p 尸
,

但关系 刀 = 2
二

属于 尸
.

)大家可能认

为 p ; = N p户夜仅是 , =
凡, 的熏新表述

,

如桌确实如此那就应有
, = N ,

~
, = N p n co 一 N , ,

因为 J o n e s [`日]证明 T p F = N P F当且仅当p = N P 门 e o一刃尸
.

在〔2 2〕中 J o n e s
和 M a t i ja s e v i己注意

到 H ll b e rt 第十问题在有界算术中的否定解决将意味着 N p = co 一N 尸
.

角数类 P F是有有穷基底的
,

这在 1 9 7 0年就被 A
.

.A M uc ih in k所证明
.

1 9 8 8年 J o en s
和 M at -

石as ve 记 仆 。 , 明确地构造了一个二元函数 H x(
,

刃
,

使得仅由它就可组成 p F的基底
.

函数类 N p F

介于户F 与K F之间
,

确切地 尸F 二 N 尸F 二 K F (参看 [ 2 0」)
,

但N尸 F 是否有有穷基底在目前还是

个未解决问题
。

关于 D i o P h a n t i n e
复杂性的其它结果

,

读者可参考「5 4」
、

[ 5 5」
、

〔5 6」
.

’

下面我们提= 下 iH l b e“ 第十向题在双人游戏方面的应用
.

在这儿所涉及的游戏中甲乙两

人轮流选取自然数
二 , ,

弓…二游浅形式如下
:

甲选定
x ; ,

乙选定
x Z ,

甲选定
x 3 , … ,

乙选定
二 ` (若

l 为奇数则申选定
二 : )

.

选定 二 : 的二方获胜
一

当且仅当 f(
二 : ,

一
, 二 : ) = o

,

这儿 了是个预先给出

的数论函数
, :

_

v o n N e u m a n n
和 Z e r “ “ lo 的一条定理表明在上述类型游戏中总有一方具有取胜策略

,

然

而这样的取胜策啥未必是能行可计算的 (亦即其选择函数 未 必 是 递 归 的 )
.

1 9 5 7 年 M
·

.O -

aR 右伍画 证明了存在三元递归函数了使得在上述游戏中甲乙双方均无可计算的取 胜 策 略
.

1 9朋年 J on se 〔
’ “ ,
利用不定方程前缓量词分类方面的结果 (参看〔9刀证明了存在整系数多 项 式

一

二 一

全
.

了
一

产 _

f( x : ,

一
,

6)r 使得在相应的游戏中任何一方均无可计算的取胜策略
, ,

最近 J On es 〔 , 3J 指出对于

多项式
、

-
〕

’

了 (石声
2 , x : , x ; ) 二 x ; xa x . + 孔代 一 砖 劣` 一 xl x : 一 x 声 : + 丸 xs

_ ,
·

二 户
一

“
卜

、

在相应的游戏 (这次变元
x 。
取值正整数 ) 中甲乙双方都无多项式时间内可计算的取胜策略

.

后记

iH lbe
rt 第十问砰及其相关课臀上的研究成果很多

,

限于篇幅本文不可能面面俱到
·

为补

此不足
,

建议有兴趣的读者参看文献〔5 8〕一 [ 7 6〕
.
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